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Resumen.- Se estudia el comportamiento asintótico de la ecuación de onda
con condición de frontera del tipo Newmann, localmente distribuido. Emple-
ando el Principio de la Continuación Única, resultado estudiado por Ruíz (5)
y aplicado a problemas de comportamiento asintótico por Zuazua (6j.
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1. INTRODUCCIÓN
En esta sección plantearemos las hipótesis y algunos resultados necesarios para el
desarrollo del presente trabajo.
(1) H 1. O e ~n es un abierto, acotado (n 2 1), r = ao frontera de clase C2.
(2) H 2. a(x) E L~(O), a(x) 2 ao > O c.s. en w, donde w ~ O es una vecindad de r = ao.
(3) H 3. f es tal que f(8)8 2 O, "18 E ~ Y además f es super lineal, es decir,
3c5 > O; f(8)82 (2 + c5)F(s); V E ~
(4) H 4. f tiene la propiedad del crecimiento, es decir,
If(x) - f(y)1 :::;C [1+ Ixlp-1 + lylP-l] Ix - yl; "Ix, y E ~
y algún (C < 0, p> 1) con (n - 2)p :::;n.
(5) H 5. F(s) = J; f(z)dz 2 O, pues f(8)8 2 O; Vs E R
(6) H 6. Para un Xo E ~n fijo se tiene que ao = r = fo U f1 donde
r, = {x E r, m(x).v(x) > O}, f1 = {x E r, m(x).v(x) < O}
con m(x) = x - xo, v(x), normal unitario en un punto x.
Con las hipótesis H 1 - H 6, se estudiará el sistema siguiente
Utt - 6u + u + f(u) + a(x)ut = O
ou = Oov
en n x (O, +(0)
.sobre r x (O, +(0)
donde a(i) 2 ao > O c.s. en w, w ~ n vecindad de T = ao.
Se tiene que el problema (*), está bien puesto en el espacio HJ (n) x L2 (O), es decir,
para datos iniciales {uO, u1} E HJ (n) x L2(n), existe solución única débil de (*) en la
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clase u E C ([O, +00); HJ(n)) n C-1 ([O, +00); L2(n)). Para una prueba de ello se puede
utilizar el método de Faedo-Galerkin o la Teoría de Semigrupo de Operadores.
Podemos ver, referencias con aplicaciones a la Física en los resultados de Komornik
[2]' Muñoz [7], Pérez [8], Cabanillas [10], Portillo [11].
Se define la energía del sistema (*) como:
(7) E(t) = ~J {Iut(x, t)12 + IVu(x, t)12 + lu(x, t)12} dx + J F(u(x, t))dx
n n
El objetivo del trabajo es obtener el decaimiento uniforme exponencial de la energía para
soluciones del problema (*), es decir,
3C,1> ° tal que E(t):::; c«=, V~E-(O,+oo)
2_ RESULTADOS PREVIOS
Basado en el siguiente resultado de A. Ruiz [5], se tiene el siguiente lema,
Lema (resultado de la continuación única): Sean b E LCO(w x (O, T)))
w E H1(O X (O, T)) tal que w satisface)
(**) w = °
w=O
sobre ~ = r x (O, T)
casi siempre en w x (O, T)
wn - !:::"w+ b(x, t)w = ° en n x (O, t) = Q
Entonces w = O.
Este resultado caracteriza el método de la continuación única, que consiste en que w
es solución débil del sistema (**), el cual es cero en una vecindad de la frontera, esto es
suficiente para que w sea cero en todo el cuerpo O e ]Rn.
Deducción de la energía formal:
Multiplicando al sistema (*) por Ut se obtiene:
:t {~IUtI'+ ~IVvI2+ ~lul2+¡F(u)dx } ~ ~¡a(x)lu,I'dx
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de la hipótesis (2) se tiene que J a(x)JutJ2dx > O, entonces
n
(8)
d
dx E(t) < O, Vt E (O, +00)
esto es, la energía dado en (7) es decreciente en (O,+00).
Usando la técnica de los multiplicadores se obtiene la estimativa de la energía siguiente:
Para T > Osuficientemente grande;
(9) E(t) 'S e {[ ¡a(x)lu,(x, t)I'dxdt + [ ¡lu(x, t)I'dxdt}
Usando técnica de la continuación única pasmado ,en el lema precedente se obtiene la
estimativa.
(10)
Combinando (9) Y (10) se obtiene que: :::lC> Otal que:
(11) E(t) ::; C lT J a(x)Jut(x, t)J2dxdt
n
De (11) Y propiedad de semigrupo se obtiene el teorema central, el decaimiento exponen-
cial, es decir,
(12) :::lC,! > Otal que E(t) :::;CE(O)e-¡t
MÉTODOS Y RESULTADOS
Los métodos y resultados seguidos son:
1. Técnica de los multiplicadores:
Sirvió para obtener la energía y otras estimativas para la energía.
2. Técnicas de las desigualdades integrales:
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Sirvió para obtener estimados de la integral de la energía como es,
lT E(t) < eJ m.v [lutl2 + F(u)] + Ixl +J l(a(x)u)m.Vutl
~o n
donde ~o = r, x (O,T), Q = D x (O,T) Y
3. Técnica de la continuación única:
Nos sirvió para estimar el término (10)
4. Usando propiedades de semigrupo, finalmente obtenemos el decaimiento de la energía
dado por (12).
ANÁLISIS Y DISCUCIÓN
Para D e ~n abierto regular de clase c-, consideremos la ecuación de la onda no
homogénea:
Be - OBv - sobre ~ = r x [O,T]
e" - 6.e = f en Q = D x [O,T]
Lema 1: Sea D un dominio acotado de ]Rn con frontera I' de clase c-, q = (qkh?'l un
campo vectorial de clase [el (D)]n .
Entonces, para toda solución débil e = e(x, t) del sistema (*) (es decir,
'v'{eo, el} E H(¡(D) x L2(fl), f E Ll (O, T; L2(D)))
Se tiene:
J (e" - 6.e)q.ve
n
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Demostración: Usando la técnica de los multiplicadores, multiplicando a C~) por qk;:k'
donde 8 es la solución débil del sistema (*) se obtiene el lema.
Lema 2: Para u solución de (*) y con las hipótesis dados en (1) - (2) se tiene
~J div.(q) [18t12-1V'812 - 21ul2 - 2F(u)] + J q.V'u[a(x)ut - ul+
Q Q
+ J :~ ::k 8~j (qk) = ~J q.v [18t12- 21ul2 - 2F(u)] - (J Utq.V'u1 T
Q 2: n o
Demostración: Usando la técnica de los multiplicadores, multiplicar a (*) por q.V'u.
Observación: El lema precedente es también válido para q E (W1,OO(O)t.
Lema 3: Con las hipótesis dadas en (1), (2) Y (6) se tiene~·
(J m.V'ut + a(x)u1 T + %J 1141'+ (1- ~)J l'Vul2 - n +J lul' + n J F(u)+
n o Q Q Q Q
- J a(x)um.V'ut - J um.V'u::; J m.v [lutl2 - lul2 + F(u)]
Q Q ~
Lema 4: Sea O e IRn regular y u solución débil de (*), se tiene:
(J u (ut + a(~)u)l T ~ J [IUtl' -1'Vul'] - J [uf(u) + lul']
n o Q Q
Demostración: Multiplicando por ~u al sistema (*) con ~ E W1,OO(O) y luego, tomar
~= 1.
Lema 5: Con los hipótesis de (1) - (6), se tiene que, 3e > O tal que:
elT E(t) ::;J m.v I [lutl2 + lul2 + F(x)] 1+ Ixl + J la(x)um.V'utl
~ Q .
dotuie ii ~ (l {m.'Vu[u, + a(x)u] + au (ut + al;)u) } [, " > o
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Demostración: Combinando los lemas (3) y (4) se obtiene el lema precedente.
Lema 6: Con las hipótesis de (1) - (4) se obtiene
(1u (Ut + a(~)u)] T = J [Iutl' -1V'ul'] - J lul- J uf(u)
!1 o Q Q Q
Demostración: Multiplicación por ~(x)u a(x) al sistema (*) e integrado de O a T.
Proposición 1: Con la hipótesis de (1) - (6) se obtiene,
Demostración: Resulta de los lema 6, lema 5 y además desde que, la energía es decre-
ciente, obteniendo;
T E(T) < lT E(t)dt
Lema 7: Con la hipótesis de (1) - (4) se tiene:
Proposición 2: Con las hipótesis de (1) - (6) obtenemos,
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Demostración: Del lema 7 en la proposición 1:
T E(T) < el{¡a(x)IUtI' +¡ IUI'} + el { ([ UlhV{ + Ixl+ IVI}
< el {¡a(x)IUtI' +¡lul' } + e.e. (2E(T) +¡a(x)lutl')
< C3 {J a(x)lutI2 + J lul2 + 2E(T) + J a(x)lutI2}, C3 = max{C1,C1C2}
Q Q Q
(T - 2e3)E(T) <:; K {¡a(x)IUtI' +¡ lul' } , K =max{2e3,e3}
E(T) <:; T _K2e3{¡a(x)lutl' + 1111' }
Para T suficientemente grande tal que T - 2C3 > O, obtenemos la proposición 2.
Proposición 3: Con las hipótesis de (1) - (4) obtenemos)
Demostración: Su demostración es por el absurdo, usando el principio de la continuación
única (ver A. Ruiz [5]), construyendo un sistema estacionario cuya solución lleva a una
contradicción.
3. TEOREMA CENTRAL
Sea D e ]Rn abierto, limitado con frontera de clase C2, y se satisfacen las condiciones
de (1) - (6). Entonces, existen constantes C, 'Y> O tal que,
E (t) ::; C E (O) e=', Vt 2: O
y para toda solución débil de (*) .
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Demostración: De la proposición 3 en proposición 2 se tiene que, :::lCo > O tal que:
(13) E(T) < e- lT J a(x)lutI2dxdt
D
desde que,
!E(t) = - J a(x)lutI2dx
D
integrando de Oa T:
(14) E(T) - E(O) = -lT J a(x)lutI2dxdt
D
Combinando (13) Y (14) se obtiene:
E(T):::; Cae E(O), C = Cae < 1, T> O
1+ o . 1+ o
Luego, por la propiedad se semigrupo y como el problema (*) está bien puesto, obtenemos:
para toda solución débil de (*), donde
C = Co rv = ~ log C· K = Co
1+ Co' f T ' 1+ Co
4. COMENTARIOS
Existen muchos métodos para el estudio del decaimiento de una ecuación de la onda,
con condiciones iniciales y de frontera. Nosotros abordamos el estudio del sistema (*) gra-
cias al gran resultado obtenido por Ruíz [5], el principio de la Continuación única usando
el método indirecto (reducción al absurdo), técnicas de los multiplicadores y técnicas de
las desigualdades integrales.
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5. CONCLUCIONES
El método usado para obtener el decaimiento exponencial del sistema (*), hemos visto
que es, usando el principio de la continuación única, según A. Ruiz [5], puede también
adaptarse a otros sistemas a los cuales se les puede agregar o variar datos de la frontera.
Además es posible aplicar este método a otros modelos, comos son: Von Karman con
condiciones de disipación en la frontera, placas con condiciones mixtas en la frontera de
tipo Dirichlet - Newmann, etc., que podrían ser materias de estudios.
El método usado es unas de las múltiples maneras de poder obtener el decaimiento
exponencial de la energía de ciertos sistemas dados.
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